Департамент образования мэрии города Ярославля

Муниципальное образовательное учреждение

дополнительного профессионального образования

«Городской центр развития образования»

Школьный этап всероссийской олимпиады школьников 2016/2017 уч. года

по математике

8 класс
Ответы, решения и рекомендуемые критерии
Общие критерии: каждая задача оценивается от 0 до 7 баллов. Участник получает 7 баллов за любое верное решение (за нерациональность решения баллы снимать нельзя).

Задача 1.

Барон Мюнхгаузен утверждает, что можно придумать такие числа (не обязательно разные), что их сумма равна 16 и произведение тоже равно 16. Прав ли он?
Ответ: прав.
Решение.

Можно взять числа 8, 2 и ещё 6 единиц. 

В результате 16 = 8 + 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 и 16 = 8 · 2 · 1 · 1 · 1 · 1 · 1 · 1.
Рекомендуемые критерии:  ответ без примера соответствующих чисел – 0 баллов. Ответ с примером таких чисел – 7 баллов. За «недостроенные» примеры, содержащие основную идею конструирования (например, «можно взять 4, 4 и несколько единиц, чтобы в сумме было 16»), можно снимать 1-2 балла (в зависимости от очевидности или неочевидности конструкции).
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Задача 2.

Прямоугольный лист бумаги ABCD согнули так, что вершина C совместилась с серединой противоположной короткой стороны AD (см. чертеж). Оказалось, что треугольники 1 и 2 равны. Найдите длину стороны AB, если AD = 30. 
Решение.
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Обозначим некоторые точки на чертеже так, чтобы треугольники 1 и 2 обозначались как OB’K и OAC’ соответственно. Углы B’OK и AOC’ равны как вертикальные. Так как в равных треугольниках напротив равных углов лежат равные стороны, то B’K = AC’ = AD/2 = 15. А так как B’K – это отрезок KB после сгибания, то KB = B’K = 15.
Также из равенства треугольников OB’K и OAC’ следует, что AO = B’O, OK = OC’, поэтому AO + OK = B’O + OC’ = B’C’ = = BC = AD = 30 (B’C’ = BC, так как B’C’ – это отрезок BC после перегибания).

Таким образом, AB = (AO + OK) + KB = 30 + 15 = 45.
Рекомендуемые критерии: за отсутствие обоснования того, что AO + OK = AD, при наличии дальнейшего верного решения ставить не более 3 баллов. Верный ответ без верного обоснования – 2 балла.
Задача 3.

Пароход шёл по течению Волги от Рыбинска до Ярославля со скоростью 24 км/ч. Около Юбилейного моста в Ярославле он спустил на воду надувной плот, а сам поплыл против течения в сторону Рыбинска. Когда пароход отплыл от моста на 15 км, оказалось, что от плота он находится на расстоянии 20 км. С какой скоростью плывёт по течению плот?
Ответ: 4,8 км/ч.
Решение.

Пусть x (км/ч) – скорость течения. Тогда скорость парохода в стоячей воде составляет 24–x (км/ч), а его скорость против течения равна 24–2x (км/ч). С этой скоростью пароход после спуска плота на воду отплыл от моста на 15 км, а плот за то же время спустился по течению на 5 км (20 – 15 = 5) со скоростью x (км/ч). Отсюда получаем пропорцию:
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Преобразуем: 5(24–2x) = 15x, отсюда 25x = 120, то есть x = 4,8 (км/ч).
Рекомендуемые критерии: верный ответ при неверном обосновании – 2 балла. 
Задача 4.

Ловкий математик Себастьян заметил, что 2016-й год является довольно интересным: какое бы натуральное число от 1 до 10 ни записал на доске его помощник, Себастьян сможет так переставить цифры в числе 2016, что полученное четырёхзначное число будет делиться на число, записанное на доске. А в каком году такое случится в следующий раз?
Ответ: в 2025
Решение.

Заметим, что в частности перестановкой цифр в номере года мы должны получить четырёхзначное число, которое делится на 9. Но тогда сумма цифр в этом четырёхзначном числе (а она равна сумме цифр в номере года) тоже делится на 9. Тогда и номер года делится на 9. Ближайший номер года, который делится на 9, – 2025, поэтому до 2025 года такое случиться не сможет.

А вот 2025 год подходит – из него можно перестановкой цифр сделать «универсальное» четырёхзначное число 2520, которое делится на все натуральные числа от 1 до 10 включительно.
Рекомендуемые критерии: в полном решении должна содержаться оценка (то есть, доказательство того, что до 2025 года  можно не беспокоиться) и пример (обоснование, почему 2025 год подходит). Обоснование того, что номер года должен делиться на 9, – 2 балла. С помощью этого или какими-то другими средствами доказана оценка – 3 балла. Обоснованный пример оценивается тоже в 3 балла. Если в решении есть и верная оценка, и верный пример, – 7 баллов.

Задача 5.

Двенадцать восьмиклассников играют в «Стулья». Правила очень простые: в классе перед доской в ряд стоят 12 стульев, первоначально все стулья свободные, а восьмиклассники бегают по классу. Каждую минуту на один из свободных стульев садится восьмиклассник, при этом ровно один из его соседей (если, конечно, на соседних стульях кто-нибудь сидит) сразу же встаёт и начинает бегать по классу. Какое наибольшее количество восьмиклассников могут одновременно оказаться сидящими?
Ответ: 11
Решение.
Оценка. Все стулья одновременно занять невозможно, так как в тот момент, когда какой-нибудь восьмиклассник сядет на последний незанятый стул, один из его соседей встанет. Следовательно, количество одновременно сидящих восьмиклассников не может быть больше 11.

Пример. Покажем, как посадить 11 восьмиклассников. Пронумеруем стулья числами от 1 до 12. Сначала кто-нибудь сядет на первый стул. Второй стул займем в два этапа. На первом этапе восьмиклассник садится на третий стул, а на втором этапе посадим восьмиклассника на второй стул, а сидящий на третьем стуле встанет, – теперь заняты первый и второй стул, остальные свободны. Дальше действуем аналогично: если заняты стулья с номерами от 1 до k, то сначала посадим восьмиклассника на стул с номером  k + 2,  а затем посадим другого восьмиклассника на стул с номером  k + 1,  освобождая при этом стул с номером  k + 2.  После того как эта операция будет проделана для всех k от 1 до 10, стулья с номерами от 1 до 11 будут заняты, а двенадцатый стул – свободен.
Рекомендуемые критерии: ответ без верного примера рассадки – 0 баллов. Обоснование, почему нельзя занять все стулья (оценка), – 3 балла. Верный алгоритм, позволяющий посадить 11 восьмиклассников (пример), – 3 балла. Соответственно, за наличие в решении и корректной оценки, и верного примера, добавить ещё 1 балл и оценивать такое решение в 7 баллов.
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