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Ответы, решения и рекомендуемые критерии
Общие критерии: каждая задача оценивается от 0 до 7 баллов. Участник получает 7 баллов за любое верное решение (за нерациональность решения баллы снимать нельзя).

Задача 1.

Антон, Борис и Виктор соревновались в беге на 100 метров (стартовали одновременно, а далее бежали с постоянными, но неодинаковыми скоростями). Когда Антон финишировал, Борис отставал от него на 10 метров. Когда финишировал Борис, Виктор от него отставал на 10 метров. А на сколько метров отставал Виктор от Антона, когда Антон финишировал?
Ответ: на 19 метров
Решение.

Из условия следует, что скорость Бориса составляет 9/10 от скорости Антона, а скорость Виктора – 9/10 от скорости Бориса, что составляет 9/10 ∙ 9/10 = 81/100 от скорости Антона. Соответственно, за то время, когда Антон успел пробежать 100 метров, Виктор пробежал лишь 81 метр, отстав на 19 метров от Антона.
Рекомендуемые критерии:  верный ответ без верного обоснования – 2 балла.

Задача 2.

В привычной нам шкале Цельсия лёд плавится при температуре 0°, а вода закипает при температуре +100°. Но в некоторых странах при измерении температуры используют шкалу Фаренгейта – в ней лёд плавится при температуре +32°, а вода закипает при температуре +212°. Существует ли такая температура, которая измеряется одинаковым количеством градусов по Цельсию и по Фаренгейту? (Предполагать, что зависимость между шкалами линейная.)
Ответ: существует (–40°)
Решение.
Пусть x – температура (в градусах) по Цельсию, а y – температура (в градусах) по Фаренгейту. Построим правило перехода от градусов Цельсия к градусам Фаренгейта. По условию зависимость между шкалами линейная: y = kx + b (для некоторых действительных значений k и b). Из условия следует, что при x = 0 значение y = 32, то есть 32 = k·0 + b, откуда b = 32. Теперь подставим x = 100 – из условия получаем соотношение: 212 = k·100 + 32, откуда k = 1,8.
Таким образом, зависимость между шкалами следующая: y = 1,8x + 32. Попробуем найти теперь температуру, которая измеряется одинаковым числом градусов по обоим шкалам. Пусть эта температура равна T° по Цельсию и одновременно с этим T° по Фаренгейту. Тогда T = 1,8T + 32, откуда 0,8T = –32, поэтому T = –32 : 0,8 = –40.
Итак, температура –40° по Цельсию соответствует –40° по Фаренгейту.
Рекомендуемые критерии: верный ответ («существует») без предъявления соответствующей температуры и обоснования, что она существует, – 0 баллов. Верный ответ с предъявлением соответствующей температуры, но без обоснования, почему она подходит, – 2 балла. Построена шкала перехода между градусами Цельсия и Фаренгейта, но не получена совпадающая температура, – 4 балла.
Задача 3.

В треугольнике ABC провели биссектрису AE. Оказалось, что AC = 2AB, а EC = AE. Найдите углы треугольника АВС.
Ответ: 30(, 60(, 90(
Решение.

Первый способ.
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Из условия следует, что (АСЕ = (ЕАС = (ЕАВ 
Пусть D – середина АС. Тогда, ED – высота и медиана равнобедренного треугольника АЕС. 
(АВЕ = (ADЕ (по двум сторонам и углу между ними), следовательно, (АВЕ = (ADЕ = 90(, то есть, (АВС – прямоугольный. Так как АВ = 0,5АС, то (АСВ = 30(, (ВАС = 60(.
Второй способ.

Пусть (АСЕ = (ЕАС = (ЕАВ = ( . Тогда, (АВС = 180( – 3(. В треугольнике АВС по теореме синусов: 
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. Воспользуемся формулой тройного аргумента, и учтем, что искомый угол – острый:
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Рекомендуемые критерии: верный ответ при неверном обосновании – 1 балл.
Задача 4.

Определите знак суммы cos 1 + cos 2 + cos 3 (то есть, является ли это число положительным или отрицательным).

Ответ:.отрицательным
Решение.

1 способ. Так как π/4 < 1 < π/3 (потому что 3 < π < 4), то 
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 (нам будет достаточно того факта, что cos 1 < 
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). Аналогично из того, что 3π/4 < 3 < π  (следует из 3 < π < 4), следует –1 < cos 3 < –
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. Так как cos 1 < 
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 и cos 3 < –
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 = 0, то есть сумма cos 1 + cos 3 отрицательна. Но и значение  cos 2 < 0 (так как π/2 < 2 < π). Поэтому общая сумма (cos 1 + cos 2 + cos 3) отрицательна.
2 способ.  Сложим первое и третье слагаемое (сумма косинусов), преобразуем выражение: cos 1 + cos 2 + cos 3 = cos 2 + 2 cos 
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= cos 2 + 2 cos 2 cos 1 = cos 2 (1 + 2 cos 1). Получившееся выражение отрицательно, так как  cos 1 > 0 (соответственно, и 1 + 2 cos 1 > 0), а cos 2 < 0 (это следует из ограничений  0 < 1 < π/2 < 2 < π). 
Рекомендуемые критерии: ответ (без разницы, верный или нет) без верного обоснования – 0 баллов. Обоснования, основанные на приближенных вычислениях на калькуляторе (в духе «cos 1 ≈ 0,54, cos 2 ≈ –0,42, а cos 3 ≈ –0,99, поэтому вся сумма cos 1 + cos 2 + cos 3 ≈ –0,87 – отрицательна»), верными не считаются и в баллах не оцениваются. Значения тригонометрических функций чисел 0, π/6, π/4, π/3, π/2, 2π/3 и т.д. считать известными (и доказательства не требовать). За отсутствие обоснований, почему 1 и 2 находятся «в I четверти» и «во II четверти» соответственно, баллы можно не снижать. 
Задача 5.
Найдите все значения параметра a, при котором система уравнений
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имеет ровно 4 решения.
Ответ: 200, 400
Решение.
1 способ. Построим на координатной множество точек (x,y), соответствующих второму уравнению системы: при неотрицательных y это является частью графика [image: image19.png]M)
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функции y = 20 – |x|, а при отрицательных  y –  частью графика функции y = |x| – 20 (искомое множество точек – квадрат). Точки, соответствующие первому уравнению системы, образуют окружность с центром в начале координат и радиусом 
[image: image16.wmf]a

 (при a < 0 решений нет вообще, поэтому такие значения параметра нам не подходят, при 
a = 0 первому уравнению удовлетворяет только точка (0, 0), но она не удовлетворяет второму уравнению системы). Соответственно, решение системы – это координаты точки пересечения построенного квадрата и окружности. Система имеет 4 решения, если квадрат и окружность имеют 4 общие точки. Это возможно в двух случаях:

1) если окружность касается каждой стороны квадрата – то есть, радиус окружности равен расстоянию от начала координат до сторон квадрата: 
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, откуда a = 200;
2) если окружность проходит через вершины квадрата – то есть, радиус окружности равен расстоянию от начала координат до вершин квадрата: 
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, откуда a = 400.

2 способ. Если (x, y) – решение системы, то (–x, y), (x, –y), (–x, –y), (y, x), 
(–y, x), (y, –x) и (–y, –x) – тоже решения системы. Поэтому в данном случае при отличных от 0 и отличных друг от друга по модулю значениях  x и y  (|x| ≠ |y|) к решению (x, y) дополнительно получаем ещё 7 решений – а нам нужно ровно 4 решения. Поэтому нас интересуют только те значения параметра, при которых таких решений система не имеет.
Следовательно, подходят только те решения, которые не порождают 7 дополнительных решений. Это возможно в двух случаях:

1) если |x| = |y| – тогда из второго уравнения получаем, что |x| = |y| = 10, а тогда из первого уравнения a = x2 + y2 = |x|2 + |y|2 = 200 – несложно убедиться, что при таком значении параметра система имеет только 4 решения: (10, 10), (–10, 10), 
(10, –10) и (–10, –10);

2) если x (или y) равен 0 – тогда из второго уравнения следует, что вторая переменная по модулю равна 20, но тогда из первого уравнения a = 02 + 202 = 400 – также несложно показать, что система будет иметь 4 решения: (20, 0), (–20, 0), (0, 20) и (0, –20).
Рекомендуемые критерии: верный ответ без верного обоснования – 2 балла. 
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