Департамент образования мэрии города Ярославля

Всероссийская олимпиада школьников 2017-2018 учебного года

Математика, школьный этап

11 класс
ОТВЕТЫ

Общие критерии проверки работ

Задания математических олимпиад являются творческими, допускают несколько различных вариантов решений. Кроме того, необходимо оценивать частичные продвижения в задачах (например, разбор одного из случаев методом, позволяющим решить задачу в целом, доказательство леммы, используемой в одном из доказательств, нахождение примера или доказательства оценки в задачах типа «оценка + пример» и т.п.). Наконец, возможны как существенные, так и не влияющие на логику рассуждений логические и арифметические ошибки в решениях. Окончательные баллы по задаче должны учитывать все вышеперечисленное.

В соответствии со стандартными правилами проведения математических олимпиад школьников каждая задача оценивается в целое число баллов от 0 до 7.

Соответствие правильности решения и выставляемых баллов приведено в таблице. 

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	7
	Полное верное решение.

	6-7
	Верное решение. Имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6
	Решение в целом верное. Однако оно содержит ряд ошибок, либо не рассмотрение отдельных случаев, но может стать  правильным после небольших исправлений или дополнений.

	4
	Верно рассмотрен один из двух (более сложный) существенных случаев, или в задаче типа «оценка + пример» верно получена оценка. 

	2-3
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	0-1
	Рассмотрены отдельные важные случаи при отсутствии решения (или при ошибочном решении).

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.


Важно отметить, что любое правильное решение оценивается в 7 баллов. Недопустимо снимать баллы за то, что решение слишком длинное, или за то, что решение школьника отличается от приведенного в методических разработках или от других решений, известных жюри. Исправления в работе (зачеркивания ранее написанного текста) не являются основанием для снятия баллов. В то же время любой сколь угодно длинный текст решения, не содержащий полезных продвижений, должен быть оценен в 0 баллов.

Ответы, решения и рекомендуемые критерии

Общие критерии: каждая задача оценивается от 0 до 7 баллов. Участник получает 7 баллов за любое верное решение (за нерациональность решения баллы снимать нельзя).

Задача 1.

Решите уравнение: (x – 5)(x – 6)(x – 7) = (x – 6)(x – 7)(x – 8).
Ответ.

6 и 7.
Решение.

Первый способ. Перенесём всё в одну часть равенства, вынесем общий множитель (x – 6)(x – 7), получим уравнение (x – 6)(x – 7)(x – 5 – x + 8) = 0 или 
3(x – 6)(x – 7) = 0. Оно имеет два корня: 6 и 7.
Второй способ. Раскрыть скобки, получить слева и справа кубические многочлены, однако x3 сократится – останется квадратное уравнение (относительно x) с теми же корнями 6 и 7.

Рекомендуемые критерии: найдены оба корня, но нет верного обоснования, почему нет других корней (или решения, равносильного этому обоснованию), – 1 балл. 
Задача 2.

Решите систему уравнений:
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Ответ.
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, где n – целое число.
Решение.

Первый способ. Сложим уравнения системы и перенесём всё в левую часть: 

3sin2y + 5 + x2 + 4cos2y – 4x – 4 = 0.
Так как 3sin2y + 3cos2y  = 3, получаем: x2 – 4x + 4 + cos2y = 0, откуда 
(x – 2)2 + cos2y = 0. Сумма квадратов равна 0 только когда каждое слагаемое равно 0, поэтому  x – 2 = 0 и cos y = 0.  То есть x = 2 и 
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 (где n – целое число). Осталось убедиться, что при этом sin2y  = 1 и оба уравнения системы обращаются в верные равенства:
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Второй способ. Из первого уравнения системы выразим 
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. Поставим это второе уравнение системы: 
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, которое преобразуется к виду  3x2 +16x – 44 = 0. Это уравнение имеет два корня: –22/3 и 2. При x = –22/3 получаем 
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, чего не может быть, а при x = 2 система приобретает вид 
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Дальше решение аналогично окончанию первого способа.
Рекомендуемые критерии:  полный верный ответ уже оценивается в 2 балла. Если при переходах-следствиях (например, оба приведённых способа решения основываются именно на неравносильных переходах) не производится отсечки лишних решений или проверки, почему не получено лишних решений, то ставить не более 4 баллов. При этом вполне допустимо принимать без лишних подробностей упоминание, что найденные пары чисел удовлетворяют уравнениям системы (иначе говоря, здесь важно убедиться, что автор решения понимает необходимость такой проверки и возможность получения побочных неверных решений).
Задача 3.

На катетах BO и OD прямоугольного треугольника BOD выбраны точки A и C соответственно. Точки M, P, N и Q – середины отрезков AC, BD, BC и AD соответственно. Известно, что MP = 2017 см. Найдите QN.
Ответ.

2017 см.

Решение.

Рассмотрим четырехугольник MNPQ. Из условия следует, что MN – средняя линия треугольника АСВ, поэтому MN || AB и MN = 0,5AB. Аналогично, так как PQ – средняя линия треугольника АDВ, то PQ || AB и PQ = 0,5AB. Таким образом, MN || PQ и MN = PQ, то есть, MNPQ – параллелограмм. Кроме того, так как MQ – средняя линия треугольника CАD, то MQ || CD. Из того, что АВ ( CD, MN || AB и MQ || CD, следует, что MN ( MQ, то есть, MNPQ – прямоугольник. По свойству диагоналей прямоугольника: QN = MP = 2017.
Рекомендуемые критерии: верный ответ без обоснования – 0 баллов. Доказано, что MNPQ – параллелограмм, – ставить 2 балла. Доказано, что MNPQ – прямоугольник, – ставить ещё 2 балла. Полное решение, доведённое до конца, – 7 баллов.
Задача 4.

Найдите все пары положительных чисел x и y, удовлетворяющих условиям x·[y] = 7 и 
y·[x] = 8. (Через [a] здесь обозначена целая часть числа a, т.е. наибольшее целое число, не превосходящее a. Например: [2,9] = 2,   [33] = 33,   [4,00002] = 4.)
Ответ.

x = 7, y = 8/7;     x = 7/2, y = 8/3.

Решение.

Первый способ. Допустим, [y] ( 3. Тогда x ≤ 7/3 ( [x] ≤ 2  ( y ( 4 ( [y] ( 4 ( x ≤ 7/4 ( [x] ≤ 1 ( [x] = 1. Но тогда из первого уравнения [y] = 7, а из второго — y = 8 — противоречие. Поэтому [y] равна 1 или 2. Рассматривая эти случаи, находим в каждом по одному ответу.

Второй способ. Представим каждое из чисел (x и y) как сумму целой и дробной части: x = a+α, y = b+β (здесь α и β неотрицательны и меньше 1, a и b – целые неотрицательные числа) Тогда условия можно переписать так: (a+α)b = 7, (b+β)a = 8 – отсюда сразу следует что a и b не равны 0 (то есть, натуральные числа). Складывая и раскрывая скобки, получаем: 2ab + αb + βa = 15. Из неотрицательности всех переменных делаем вывод, что αb + βa ≥ 0, поэтому 2ab ≤ 15, ab ≤ 7,5. Так как a и b натуральные, то ab ≤ 7. 

Осталось сделать перебор. Если a = [x] = 1, то из второго условия (далее будем обозначать первое и второе условия как (1) и (2) соответственно) получаем 
y = 8, но это не удовлетворяет первому условию. Если a = [x] = 2, то из (2): y = 4 – не удовлетворяет первому условию. Если a = [x] = 3, то из (2): y = 8/3, тогда b = [y] = 2 и из (1) находим x = 7/2. Если a = [x] = 4, то из (2): y = 2, тогда из (1) находим x = 7/2, но [7/2] ≠ 4. Если a = [x] = 5, то из (2): y = 8/5, тогда b = [y] = 1 и из (1) находим x = 7, 
но [7] ≠ 5. Аналогично при a = [x] = 6. А вот при a = [x] = 7 из (2) получаем, что y = 8/7, тогда b = [y] = 1 и из (1) находим x = 7.
Рекомендуемые критерии:  за каждое из найденных решений (при отсутствии обоснований) – по 1 баллу. Саму идею ограничения целой части x или y (т.е. если показано, что эта целая часть не может быть слишком большой) можно оценивать ещё в 1-2 балла (в зависимости от обоснованности и грубости оценки).
Задача 5.

Малыш и Карлсон играют в отличную игру: Малыш разрезает квадратный клетчатый пирог 10×10 на полоски шириной в одну клетку (и длиной в любое целое количество клеточек). После этого Карлсон выбирает любое число k (1 ≤ k ≤ 10), и съедает все полоски длины k. Какое наибольшее число клеток Карлсон гарантированно может съесть независимо от того, как будет действовать Малыш?
Решение.

Вот пример разрезания на полоски, когда Пете не удастся удалить больше 12 клеток (разрезания по строкам): 10, 9+1, 8+2, 7+3, 6+4, 6+4, 5+5, 4+2+2+2, 3+3+3+1. Допустим, есть разрезание, где Пете не удастся удалить больше 11 клеток. Тогда в этом разрезании не больше, чем по одной полоске длины 10, 9, 8, 7 и 6, не больше, чем по две полоски длины 5 и 4, не больше трех полосок длины 3, пяти полосок длины 2 и 11 полосок длины 1. Суммарная площадь этих полосок не больше 88, что меньше площади квадрата 10×10. Противоречие.
Рекомендуемые критерии:  верный ответ без примера разрезания на полоски – 0 баллов. Верный ответ с подходящим примером разрезания на полоски – 2 балла. Доказательство того, что Карлсон сможет съесть не менее 12 клеток (оценка), – 4 балла. Верная оценка и верный пример (с разрезанием) – 7 баллов.
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