Департамент образования мэрии города Ярославля

Всероссийская олимпиада школьников 2017-2018 учебного года

Математика, школьный этап

7 класс
ОТВЕТЫ

Общие критерии проверки работ

Задания математических олимпиад являются творческими, допускают несколько различных вариантов решений. Кроме того, необходимо оценивать частичные продвижения в задачах (например, разбор одного из случаев методом, позволяющим решить задачу в целом, доказательство леммы, используемой в одном из доказательств, нахождение примера или доказательства оценки в задачах типа «оценка + пример» и т.п.). Наконец, возможны как существенные, так и не влияющие на логику рассуждений логические и арифметические ошибки в решениях. Окончательные баллы по задаче должны учитывать все вышеперечисленное.

В соответствии со стандартными правилами проведения математических олимпиад школьников каждая задача оценивается в целое число баллов от 0 до 7.

Соответствие правильности решения и выставляемых баллов приведено в таблице. 

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	7
	Полное верное решение.

	6-7
	Верное решение. Имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6
	Решение в целом верное. Однако оно содержит ряд ошибок, либо не рассмотрение отдельных случаев, но может стать  правильным после небольших исправлений или дополнений.

	4
	Верно рассмотрен один из двух (более сложный) существенных случаев, или в задаче типа «оценка + пример» верно получена оценка. 

	2-3
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	0-1
	Рассмотрены отдельные важные случаи при отсутствии решения (или при ошибочном решении).

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.


Важно отметить, что любое правильное решение оценивается в 7 баллов. Недопустимо снимать баллы за то, что решение слишком длинное, или за то, что решение школьника отличается от приведенного в методических разработках или от других решений, известных жюри. Исправления в работе (зачеркивания ранее написанного текста) не являются основанием для снятия баллов. В то же время любой сколь угодно длинный текст решения, не содержащий полезных продвижений, должен быть оценен в 0 баллов.

Ответы, решения и рекомендуемые критерии

Общие критерии: каждая задача оценивается от 0 до 7 баллов. Участник получает 7 баллов за любое верное решение (за нерациональность решения баллы снимать нельзя).

Задача 1.

Впишите в кружочки различные натуральные числа так, чтобы отрезком были соединены только числа, имеющие общий делитель, больше 1, а взаимно простые числа (то есть, не имеющие общих делителей, кроме 1) не соединялись бы отрезком:

[image: image1.png]



Решение.

Один из вариантов:
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Рекомендуемые критерии:  любой верный вариант расположения чисел – 7 баллов, неверный вариант – 0 баллов. Тщательно следить, чтобы любые два числа с общим нетривиальным делителем были соединены отрезком, а взаимно простые не были бы соединены.
Задача 2.

Спортсмен спустился вниз по лестнице, а потом пробежал вверх, затратив на весь путь (вверх и вниз) 54 секунды. Известно, что вниз он бежит со скоростью 4 м/с, а вверх – в два раза медленнее. Найдите длину лестницы.

Ответ.

72 метра.

Решение.

Поскольку спортсмен бежит вверх в два раза медленнее, то время, затраченное им на путь вверх, в два раза больше времени, которое он тратит на путь вниз. Поэтому время, затраченное на путь вниз, в три раза меньше времени, затраченного на весь путь (вниз и вверх), то есть равно 54 : 3 = 18  секунд. Следовательно, длина лестницы равна 18·4 = 72 м.
Рекомендуемые критерии:  верный ответ без верного обоснования – 2 балла.

Задача 3.

Когда каждую сторону прямоугольника увеличили на 4 см, его площадь увеличилась на 100 см2. На сколько теперь увеличится площадь, если каждую сторону увеличить ещё на 4 см?
Ответ.

На 132 см2.

Решение.

Пусть стороны прямоугольника (в сантиметрах) изначально были равны a и b. Тогда его площадь была равна ab, а стала равна (a+4)(b+4) = ab + 4a + 4b + 16, то есть увеличилась на 4a + 4b + 16 – по условию это равно 100, откуда 4a + 4b = 84, тогда  a + b = 84/4 = 21. Если теперь стороны увеличить ещё на 4 см, то площадь будет равна (a+8)(b+8) = ab + 8(a + b) + 64 = ab + 8·21 + 64 = ab + 232. Это на 232 см2 больше, чем первоначальная площадь, и, соответственно, на 232 – 100 = 132 (см2) больше, чем после первого увеличения.
Рекомендуемые критерии:  верный ответ без верного обоснования – 2 балла. Не считается верным обоснование, полученное на необоснованном предположении о длине сторон или периметре исходного прямоугольника (например, если участник говорит, что так получается для прямоугольника размером 16 на 5 см, или бездоказательно утверждает, что периметр равен 21 см, при верном ответе ставить 2 балла, при неверном ответе – 0 баллов). Полное обоснованное решение – 7 баллов. Если найдено, на сколько увеличилась площадь по сравнению с площадью исходного прямоугольника (а не после первого увеличения), баллы снижать не нужно.
Задача 4.

Назовём натуральное число возрастающим, если при чтении его записи слева направо каждая цифра, начиная со второй, больше предыдущей (например, число 156 – возрастающее, потому что 5 больше 1, а 6 больше 5). Сколько существует семизначных возрастающих чисел?
Ответ.

36 чисел.
Решение.

Заметим, что в возрастающем числе нет цифры 0 (на первом месте 0 стоять не может, а на любом другом месте не может оказаться больше предыдущей цифры). Тогда заметим, что любое возрастающее число получается из числа 123456789 вычёркиванием цифр (с сохранением порядка оставшихся цифр). В частности, каждое семизначное возрастающее число получается из 123456789 вычёркиванием двух цифр. Первую цифру можно вычеркнуть 9 способами, а вторую цифру – 8 способами. Так как порядок вычеркивания цифр значения не имеет, то общее количество способов вычеркивания двух цифр равно 
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 = 36.
Рекомендуемые критерии:  верный ответ без верного обоснования – 2 балла. Имеется идея о соответствии возрастающего числа вычёркиванию цифр из 123456789 – ещё 1 балл. Полное решение – 7 баллов.
Задача 5.

У Аладдина есть золотые монеты: 17 монет весят по 10 граммов, ещё одна монета весит 9,9 граммов, а две монеты – по 9,8 граммов. Внешне монеты выглядят одинаково. Как Аладдину за два взвешивания на чашечных весах без гирь гарантированно найти хотя бы одну настоящую монету?
Решение.

Первым взвешиванием на каждую чашу весов положим по 10 монет. Посмотрим, как могут распределиться по чашам весов монеты с массой 9,9 г и 9,8 г. (условно будем их называть легкими монетами).

Если все три легкие монеты такие окажутся на одной чаше весов, то другая чаша весов, очевидно, перевесит. Если легкие монеты не все на одной чаше, то на одной чаше весов окажется одна легкая монета (и тогда эта чаша будет весить 99,8 г или 99,9 г), а на другой чаше весов окажутся две легкие монеты (эта чаша будет весить 99,7 г или 99,6 г) – то есть, первая чаша перевесит вторую.

Вывод: если одна чаша весов оказалась тяжелее другой, то на ней или нет легких монет, или есть только одна легкая монета. 

Возьмем две монеты с этой (перевесившей) чаши весов и вторым положим их по одной на каждую чашу. Дальше два варианта. 1 вариант) если весы оказались в равновесии, то каждая из этих двух монет весит 10 г (так как две монеты мы брали с той чаши весов, где не более одной легкой монеты, поэтому двух одинаковых легких монет у нас уже нет). 2 вариант) если одна чаша перевесила другую, то монета с перевесившей чаши весит 10 г (по той же причине, что описана в 1 варианте)..
Рекомендуемые критерии:  отсутствие полностью верного алгоритма, гарантированно позволяющего выявить 10-граммовую монету – 0 баллов. Наличие верного алгоритма с обоснованием, почему он приводит к успеху, – 7 баллов.
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