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Математика, школьный этап

6 класс
ОТВЕТЫ

Общие критерии проверки работ

Задания математических олимпиад являются творческими, допускают несколько различных вариантов решений. Кроме того, необходимо оценивать частичные продвижения в задачах (например, разбор одного из случаев методом, позволяющим решить задачу в целом, доказательство леммы, используемой в одном из доказательств, нахождение примера или доказательства оценки в задачах типа «оценка + пример» и т.п.). Наконец, возможны как существенные, так и не влияющие на логику рассуждений логические и арифметические ошибки в решениях. Окончательные баллы по задаче должны учитывать все вышеперечисленное.

В соответствии со стандартными правилами проведения математических олимпиад школьников каждая задача оценивается в целое число баллов от 0 до 7.

Соответствие правильности решения и выставляемых баллов приведено в таблице. 

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	7
	Полное верное решение.

	6-7
	Верное решение. Имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6
	Решение в целом верное. Однако оно содержит ряд ошибок, либо не рассмотрение отдельных случаев, но может стать  правильным после небольших исправлений или дополнений.

	4
	Верно рассмотрен один из двух (более сложный) существенных случаев, или в задаче типа «оценка + пример» верно получена оценка. 

	2-3
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	0-1
	Рассмотрены отдельные важные случаи при отсутствии решения (или при ошибочном решении).

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.


Важно отметить, что любое правильное решение оценивается в 7 баллов. Недопустимо снимать баллы за то, что решение слишком длинное, или за то, что решение школьника отличается от приведенного в методических разработках или от других решений, известных жюри. Исправления в работе (зачеркивания ранее написанного текста) не являются основанием для снятия баллов. В то же время любой сколь угодно длинный текст решения, не содержащий полезных продвижений, должен быть оценен в 0 баллов.

Ответы, решения и рекомендуемые критерии

Общие критерии: каждая задача оценивается от 0 до 7 баллов. Участник получает 7 баллов за любое верное решение (за нерациональность решения баллы снимать нельзя).

Задача 1.

Фигурку на рисунке разрезали на несколько одинаковых частей. Какое количество частей могло получиться? Найдите все варианты ответа и покажите, что на такое количество частей действительно можно разрезать. (Резать можно только по сторонам клеточек. Части считаются одинаковыми, если одинаковой формы и площади. Части можно поворачивать и переворачивать.)
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Ответ.

На 3, 5 и 15 частей.

Пример на 15 – просто разбить на клеточки. Примеры на 3 и 5 ниже:  
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Рекомендуемые критерии:  каждый ответ (с примером разрезания!) оценивается в 2 балла. Ответ без примера разрезания не оценивается. Ещё один «бонусный» балл ставится при наличии всех трёх ответов с примерами (таким образом, все три полных ответа оцениваются в 7 баллов.) Вариант, когда часть только одна (т.е. фигурку не резали), в баллах не оценивается, а за его отсутствие баллы не снимаются. Можно ставить бонусный балл при отсутствии какого-то ответа, но при наличии обоснования, что количество фигурок – делитель числа 15 (общее количество выставленных баллов при этом не должно превышать 7).
Задача 2.

У Болека был записан пример на сложение чисел. Лёлик замазал некоторые цифры краской:
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Какой пример был записан у Болека? Объясните, почему пример мог быть именно такой.

Ответ.

25 + 96 = 121.
Решение.

Если одно слагаемое заканчивается на 6, то для того, чтобы сумма заканчивалась на 1, другое слагаемое должно заканчиваться на 5. Таким образом, первое слагаемое точно равно 25. Далее можно рассуждать по-разному.

Первый способ. Если во втором слагаемом первая цифра меньше 7, то сумма не трёхзначная, поэтому второе слагаемое может быть равно 76, 86 или 96. В первых двух случаях сумма равна 101 и 111 соответственно (вторая цифра суммы не равна 2, поэтому эти варианты не подходят), а вот вариант 96 подходит. Также вполне может быть приведён полный перебор по первой цифре второго числа, которые также даст единственный подходящий ответ.
Второй способ. Сумма двух двузначных чисел – трёхзначное число, при этом меньше 200 (так как каждое слагаемое меньше 100), поэтому начинается с 1. Так как первое слагаемое равно 25, а сумма равна 121, то второе слагаемое 121 – 25 = 96.

Рекомендуемые критерии:  верный ответ без обоснования – 2 балла. Обосновано, что первое слагаемое оканчивается на 5, – ещё плюс 1 балл. Решение доведено до конца – ставить 7 баллов. Если решение основывается на разборе случаев для первой цифры второго слагаемого: при недоведённом до конца переборе или неполном разборе случаев ставить не более 4 баллов. Если решение основывается на том, что сумма начинается с 1, но этот факт не доказывается, – также ставить не более 4 баллов.
Задача 3.

Багира и Балу отправились от пещеры на водопой. Быстрая Багира успела добежать до водопоя, вернуться и догнать Балу, когда ему оставалось пройти третью часть пути. После этого они пошли уже вместе (со скоростью Балу) и через 20 минут оказались у водопоя. На следующий день Балу вышел на водопой пораньше. Через сколько минут после этого следует выбежать Багире, чтобы догнать Балу непосредственно у водопоя?
Ответ.

45 минут.

Решение.

Пока Балу преодолел 2/3 пути, Багира пробежала дважды весь путь и ещё 2/3 пути – всего 1+1+2/3 = 8/3 пути – в 4 раза больше. Стало быть, Багира бегает в 4 раза быстрее, чем ходит Балу. Треть пути Балу преодолевает за 20 минут, поэтому весь путь от пещеры до водопоя у него занимает 3 · 20 минут = 60 минут = 1 час. Багира этот же путь преодолевает в 4 раза быстрее (за 15 минут), поэтому может вбежать после Балу через 60 – 15 = 45 (минут).
Рекомендуемые критерии:  верный ответ без верного обоснования – 2 балла. Верно найдено отношение скоростей Багиры и Балу – плюс ещё 2 балла. Полное решение с обоснованием оценивается в 7 баллов. Верная схема решения, однако ответ неверный из-за арифметической ошибки, – ставить 4 балла.
Задача 4.

Валера едет в автобусе и собирается заплатить за проезд. В кармане у него несколько монет, причём Валера точно знает, что если он вытащит любые четыре монеты, то их обязательно хватит для оплаты проезда, а вот трёх вытащенных монет точно не хватит. Какие монеты (сколько и какого достоинства) могли быть в кармане у Валеры? Найдите все возможные варианты и обоснуйте, почему нет других. (Напоминаем, что проезд в автобусе стоит 23 рубля. В обращении есть монеты в 1, 2, 5 и 10 рублей, а также 5, 10 и 50 копеек.)
Ответ.

Три варианта: 10+5+5+5, 10+10+2+2, 10+10+2+1.

Решение.

Заметим, что обязательно есть 10-рублёвая монета. Действительно, если это не так, то все монеты не более 5 рублей, и тогда четырёх монет заведомо не хватит для оплаты проезда (потому что это не более 4·5 = 20 рублей). Из этого также следует, что не может быть более трёх монет достоинством ниже 10 рублей. Если 10-рублёвых монет три или больше, то трёх таких монет достаточно для оплаты проезда, а по условию это не так. Таким образом, 10-рублёвых монет может быть 1 или 2. Разберём оба случая.
Если ровно одна 10-рублёвая монета, то любыми тремя другими монетам необходимо набрать не менее 13 рублей. Тогда должны быть три 5-рублёвые монеты. Действительно, если 5-рублёвых монет будет две или меньше, то ими можно набрать не более 5+5+2 = 12 (рублей). И, как было сказано ранее, больше трёх таких монет быть не может. Таким образом, в этом случае возможен только набор монет  10+5+5+5.
Если ровно две 10-рублёвые монеты, то пятирублёвых монет нет вообще (иначе можно будет и тремя монетами 10+10+5 набрать на проезд). Тогда нужно иметь возможность двумя монетами набрать не менее 3 рублей, при условии, что каждая монета не больше 2 рублей. Это можно сделать только двумя 2-рублёвыми монетами или 2-рублёвой + 1-рублёвой. Таким образом, получаем ещё два варианта ответа: 10+10+2+2 и 10+10+2+1. Легко видеть, что оба варианта подходят и под второй критерий (тремя монетами не набрать 23 рубля и больше).
Оба возможных случая рассмотрены, поэтому других вариантов нет.

Рекомендуемые критерии:  за каждый из найденных ответов давать по 1 баллу. Обоснование (а не просто утверждение), почему 10-рублёвых монет не меньше одной – плюс ещё 1 балл. Обоснование (а не просто утверждение), почему 10-рублёвых монет не больше двух – плюс ещё 1 балл. Окончательный разбор случаев с одной и с двумя 10-рублёвыми монетами (или эквивалентных им случаев) – ещё по 1 баллу за каждый. Таким образом, полный разбор случаев и полный ответ оцениваются в сумме в 7 баллов. Потеря хотя бы одного ответа – ставить не более 4 баллов. В этой задаче следует предельно внимательно следить за полнотой перебора вариантов, не пропуская недоказанных утверждений о наборах монет (в духе «возможны только такие варианты, потому что в других случаях не получится»), – за полный ответ здесь и так даётся достаточно много баллов.

Задача 5.

Есть семь шаров. На вид они выглядят одинаково, однако среди них четыре нормальных и три радиоактивных. За одно испытание в прибор можно положить ровно два шара, и если хотя бы один из них радиоактивен, то на приборе загорается лампочка, в противном случае лампочка не загорается. Опишите, как за четыре испытания гарантированно найти хотя бы два нормальных (нерадиоактивных) шара.
Решение.

Пронумеруем шары (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7). Положим в прибор шары 1 и 2 – проведём первое испытание, потом 3 и 4 – проведём второе испытание, потом 5 и 6 – третье испытание. Дальше будем поступать в зависимости от результатов этих трёх проверок.

Если хотя бы в одном из этих трёх испытаний лампочка не загоралась, то в этом случае в прибор помещали два нерадиоактивных шара – и тогда два шара найдены. 
Если в каждом из этих трёх испытаниях загоралась лампочка, то каждый раз в приборе оказывалось хотя бы по одному радиоактивному шару, а так как радиоактивных шаров всего три, то это означает следующее: во-первых, 7-й шар нормальный, а во-вторых, в каждой из трёх проведённых проверок участвовал ровно один радиоактивный и ровно один нормальный шар (иначе радиоактивных больше трёх). Тогда проверим шары 1 и 7 (четвёртая проверка): если лампочка горит, то 1 радиоактивный, а 2 и 7 – нет (нашли два нужных шара), если не горит, то 1 и 7 – оба нерадиоактивные (тоже нашли).
Рекомендуемые критерии:  верный алгоритм без обоснования, почему он гарантированно позволит определить два нормальных (нерадиоактивных) шара, – 3 балла, с обоснованием – 7 баллов. Алгоритм, который не всегда позволяет выявить два нормальных шара за 4 проверки или требует большего количества проверок – 0 баллов.
ОБЩАЯ СУММА БАЛЛОВ ЗА ОЛИМПИАДУ: 35
