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Ответы, решения и рекомендуемые критерии
Общие критерии: каждая задача оценивается от 0 до 7 баллов. Участник получает 7 баллов за любое верное решение (за нерациональность решения баллы снимать нельзя).

Задача 1.

Коля нарисовал прямоугольник. Если каждую из его сторон увеличить на 1 м, то площадь прямоугольника увеличится на 2016 м2. Чему равен периметр прямоугольника, нарисованного Колей?
Ответ: 4030
Решение.

Пусть x и y – длины сторон нарисованного прямоугольника (в метрах). По условию задачи, (x + 1)(y + 1) – xy = 2016. После раскрытия скобок: x + y + 1 = 2016, откуда x + y = 2015, а периметр равен P = 2(x + y) = 2 · 2015 = 4030 (м).
Рекомендуемые критерии:  верный ответ без верного обоснования (или с «обоснованием», полученным на основе рассмотрения частного случая) – 2 балла. Вместо периметра найдена сумма длин двух сторон (полупериметр) – 4 балла.
Задача 2.

На гипотенузу AB прямоугольного треугольника ABC опущена высота CH. Известно, что AC > BC.  На катете AC выбрана точка K, а отрезки CH и BK пересекаются в точке D. Оказалось, что углы CBK и CAB равны. Найдите длину отрезка BK, если CD = 20.
Ответ: 40
Решение.
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Пусть отрезки СН и BK пересекаются в точке D (см. рисунок). Так как 
(BСН = (CАB = (CBK, то треугольник BCD – равнобедренный: CD = BD. Тогда CD – медиана прямоугольного треугольника BCK – она равна половине гипотенузы, то есть BK = 2CD = 40.
Заключительный вывод можно также сделать из того, что равны углы KCD и CKD (они дополняют равные углы до прямого), поэтому СD = KD.
Рекомендуемые критерии: верный ответ без верного обоснования – 1 балл. Не доказано, что CD является медианой, – 2 балла (если на основе этого сделан правильный вывод).
Задача 3.
Валентин нашёл разность квадратов корней квадратного уравнения ax2 + bx + c = 0 – она оказалась равна 2016. Сколько корней может иметь уравнение ax2 + 2bx + 4c = 0? Найдите все возможные варианты и обоснуйте, почему других нет.
Ответ: два
Решение.

Из условия следует, что первое уравнение имеет два различных корня (корни есть, потому что Валентин находит разность между их квадратами, и корни различны, потому что для двух совпадающих корней разность их квадратов была бы равна 0), поэтому дискриминант положителен: D1 = b2 – 4ac > 0. Но тогда дискриминант второго квадратного уравнения тоже положителен:  D2 = (2b)2 – 4a·4c  = 4 (b2 – 4ac) = 4D1 > 0. Следовательно, второе уравнение тоже имеет два различных действительных корня.
Рекомендуемые критерии: верный ответ без верного обоснования – 0 баллов. Отсутствует обоснование, почему первое уравнение имеет два различных корня, но остальные выводы и переходы верны – 4 балла.
Задача 4.

Два натуральных числа в сумме дают 200, а при делении большего на меньшее (с остатком) неполное частное равно 10. Найдите все такие пары чисел.
Ответ: (17, 183) и (18, 182).
Решение.

Первый способ. Пусть x и y  – два данных числа (x > y), а остаток от деления равен r. Тогда x = 10y + r, поэтому 200 = x + y = (10y + r) + y = 11y + r. Так как остаток от деления не превосходит делителя (0 ≤ r < y), то 11y ≤ 11y + r <12y. То есть, 
11y ≤ 200 <12y. Из первого неравенства следует, что y ≤ 200/11 < 19, а из второго неравенства следует, что y > 200/12 > 16. Итак, 16 < y < 19, поэтому значение y может быть равно только 17 или 18. При y = 17 значение x = 200 – 17 = 183 (заметим, что 183:17 = 10 (ост.13) – подходит), а при y = 18 значение x = 200 – 18 = 182 (в данном случае 182:18 = 10 (ост.2) – тоже подходит). Таким образом, условию соответствуют две пары чисел (x, y): (17, 183) и (18, 182).

Второй способ. Пусть x и y  – два данных числа (x > y). Заметим: если y ≤ 16, то x = 200 – y ≥ 184, а тогда x : y ≥ 184 : 16 = 11,5 – то есть, частное от деления будет не меньше 11. Если y ≥ 19, то x = 200 – y ≤ 181, а тогда x : y ≤ 181 : 19 < 10 – частное от деления будет меньше 10. Таким образом, частное 10 может получиться только при y = 17 или y = 18 – а для этих чисел легко проверить, что соответствующее значение x подходит.
Рекомендуемые критерии: за каждый из верных ответов без верного обоснования – по 1 баллу. Полное обоснование оценивается в 5 баллов (в сумме с полным верным ответом получается 7 баллов). Получено верное ограничение на делитель только с одной стороны (то есть доказано, что y < 19, или доказано, что y > 16) – соответствующая часть обоснования оценивается в 2 балла.

Задача 5.

Длинная клетчатая полоска размером 1×77 клеток покрашена в два цвета: первая клетка чёрная, вторая белая, третья снова чёрная, четвёртая белая, и так далее. Том Сойер за одно яблоко может перекрасить на этой полоске какой-нибудь кусок размером 1×k клеток (длину и расположение этого куска мы выбираем сами) – то есть, все белые клетки в выбранном куске сделать чёрными, а чёрные – белыми. Каким наименьшим количеством яблок мы сможем обойтись, чтобы с помощью Тома Сойера получить одноцветную полоску?
Ответ: за 38
Решение.
Всего на полоске 39 черных и 38 белых клеток. За 38 яблок можно по одной перекрасить все белые клетки в чёрный цвет (например, первый раз указываем Тому Сойеру на кусок, состоящий только из второй клетки, второй раз Том Сойер по нашей просьбе перекрасит в черный цвет четвёртую клетку, и так далее).
Теперь докажем, что меньшим количеством перекрашиваний не обойтись. Каждую границу между чёрной и белой клеткой будем называть перемычкой. При перекрашивании любого куска количество перемычек внутри этого куска не изменяется. Действительно, если была перемычка, то в этом месте граничили чёрная и белая клетки – после перекрашивания здесь снова будут граничить белая и чёрная клетки, поэтому перемычка останется. А если перемычки не было, то в этом месте граничили одноцветные клетки – после одновременного перекрашивания они останутся одноцветными и перемычка не возникнет. Таким образом, возникнуть или исчезнуть перемычки могут только на границах перекрашиваемого куска, поэтому количество перемычек изменяется не более чем на 2.
Изначально на клетчатой полоске 76 перемычек (потому что любые две соседние клетки покрашены в разные цвета), а с каждым перекрашиванием их количество меняется не более чем на 2 (по доказанному), поэтому для того, чтобы перемычек не было вовсе, потребуется не менее 76:2 = 38 перекрашиваний.
Рекомендуемые критерии: правильный ответ без описания того, как именно за 38 перекрашиваний сделать одноцветную полоску, – 0 баллов. Правильный ответ с четким описанием, как за 38 перекрашиваний сделать одноцветную полоску (пример), – 2 балла. Доказательство того, что меньшим количеством перекрашиваний не обойтись (оценка), – 5 баллов. Баллы за пример и оценку суммируются.
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