Департамент образования мэрии города Ярославля

Всероссийская олимпиада школьников 2017-2018 учебного года

Математика, школьный этап

8 класс
ОТВЕТЫ

Общие критерии проверки работ

Задания математических олимпиад являются творческими, допускают несколько различных вариантов решений. Кроме того, необходимо оценивать частичные продвижения в задачах (например, разбор одного из случаев методом, позволяющим решить задачу в целом, доказательство леммы, используемой в одном из доказательств, нахождение примера или доказательства оценки в задачах типа «оценка + пример» и т.п.). Наконец, возможны как существенные, так и не влияющие на логику рассуждений логические и арифметические ошибки в решениях. Окончательные баллы по задаче должны учитывать все вышеперечисленное.

В соответствии со стандартными правилами проведения математических олимпиад школьников каждая задача оценивается в целое число баллов от 0 до 7.

Соответствие правильности решения и выставляемых баллов приведено в таблице. 

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	7
	Полное верное решение.

	6-7
	Верное решение. Имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6
	Решение в целом верное. Однако оно содержит ряд ошибок, либо не рассмотрение отдельных случаев, но может стать  правильным после небольших исправлений или дополнений.

	4
	Верно рассмотрен один из двух (более сложный) существенных случаев, или в задаче типа «оценка + пример» верно получена оценка. 

	2-3
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	0-1
	Рассмотрены отдельные важные случаи при отсутствии решения (или при ошибочном решении).

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.


Важно отметить, что любое правильное решение оценивается в 7 баллов. Недопустимо снимать баллы за то, что решение слишком длинное, или за то, что решение школьника отличается от приведенного в методических разработках или от других решений, известных жюри. Исправления в работе (зачеркивания ранее написанного текста) не являются основанием для снятия баллов. В то же время любой сколь угодно длинный текст решения, не содержащий полезных продвижений, должен быть оценен в 0 баллов.

Ответы, решения и рекомендуемые критерии

Общие критерии: каждая задача оценивается от 0 до 7 баллов. Участник получает 7 баллов за любое верное решение (за нерациональность решения баллы снимать нельзя).

Задача 1.

У аптекаря было 11 гирек: 1 г, 2 г, 3 г, …, 10 г, 11 г. Одну из гирек он потерял. Но потом он заметил, что ставшиеся гирьки можно разложить на две чаши весов (по 5 гирек на каждую чашу) так, чтобы весы оказались в равновесии. Какую гирьку он мог потерять? Найдите как можно больше вариантов ответа (и для каждого из них покажите, как разложить оставшиеся гирьки).
Решение.

Общая масса гирек равна 66 г – чётное число граммов. Если потеряли гирьку с нечётным числом граммов, то и оставшиеся гирьки имеют нечётную общую массу (в граммах), поэтому на две чаши весов поровну (по массе) их не разложить. Поэтому потеряна гирька с чётным числом граммов. А для каждого из этих вариантов приведём пример раскладывания гирек.

Потеряна гирька в 2 г:   1+3+8+9+11 = 4+5+6+7+10

Потеряна гирька в 4 г:   1+2+8+9+11 = 3+5+6+7+10

Потеряна гирька в 6 г:   1+2+7+9+11 = 3+4+5+8+10

Потеряна гирька в 8 г:   1+2+6+9+11 = 3+4+5+7+10

Потеряна гирька в 10 г: 1+4+6+8+9  =  2+3+5+7+11.

Рекомендуемые критерии:  Каждый из ответов (с примером) оценивать по 1 баллу. Просто полный верный ответ («гирька с чётной массой») без примеров – 2 балла. Обоснование, почему нельзя разложить гирьки, если потеряна гирька с нечётной массой, – ещё 2 балла.
Задача 2.

В равнобедренном треугольнике АВС (АВ = ВС = 6) углы при основании AC равны 75°.  Из вершины C на сторону AB опущен перпендикуляр CD, а из точки D на сторону BC опущен перпендикуляр DE. Найдите длину отрезка ВЕ.
Ответ.

4,5.
Решение.
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Отметим, что угол B = 30°. Тогда в прямоугольном треугольнике CDB с острым углом 30° катет CD = ½ BC = 3. Также в этом прямоугольном треугольнике 
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, тогда в прямоугольном треугольнике DCE один из острых углов равен 60°, поэтому второй острый угол равен 30°, а значит EC = ½ CD = 1,5. Соответственно, BE = BC – EC = 4,5.
Рекомендуемые критерии:  верный ответ без верного обоснования – 2 балла. В верном решении при отсутствии доказательства того, что в треугольнике CDE острые углы равны 60 и 30°, снимать 2 балла (из 7).
Задача 3.

От пещеры к водопою выбежал Тарзан, а одновременно навстречу ему от водопоя к пещере побежала Багира. Когда Тарзан пробежал 1 милю и ещё четверть оставшегося до водопоя пути, а Багира пробежала 2 мили и ещё треть оставшегося до пещеры пути, они встретились. Известно, что у Тарзана пути от пещеры до водопоя занимает 1 часа. А сколько времени занимает у Багиры путь от водопоя до пещеры?
Ответ.

40 минут.
Решение.

Пусть расстояние между пещерой и водопоем составляет x миль. По условию до встречи с Багирой Тарзан пробежал 
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миль, а Багира до встречи с Тарзаном пробежала 
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миль. В сумме они пробежали x миль, поэтому можно составить уравнение: 
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= x. Раскрываем скобки, решаем уравнение и получаем, что x = 5. Стало быть, до встречи с Багирой Тарзан пробежал 
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мили, а Багира – 3 мили. То есть, Багира бегает в 1,5 раза быстрее, поэтому путь от водопоя до пещеры занимает у неё тоже в 1,5 раза меньше времени, а именно 60 : 1,5 = 40 (минут).
Рекомендуемые критерии:  верный ответ без верного обоснования – 2 балла. Верно составлено уравнение (или система уравнений), из которого можно найти путь, – ещё 1 балл. Верно найдено расстояние между водопоем и пещерой или соотношение скоростей – ещё 1 балл. Доведённое до конца решение с верным ответом – 7 баллов.
Задача 4.

В 8А классе учатся 20 человек – и все они приняли участие в чемпионате 8А по шахматам. Чемпионат был проведён в формате однокругового турнира (каждый сыграл с каждым ровно одну партию в шахматы). По итогам каждой шахматной партии победитель получает 1 очко, проигравший – 0 очков, а в случае ничейного исхода оба соперника получают по 0,5 очка. Когда чемпиона завершился, то оказалось, что первое место по общему количеству набранных очков занял Анатолий, причём он ни с кем это место не поделил. В то же время 19-е место (и тоже не поделив его ни с кем) занял Борис, набрав 9,5 очков. А сколько же очков набрал Анатолий? Найдите все возможные ответы и обоснуйте, почему не может быть других.

Ответ.

10,5 очков.
Решение.

Каждый из 20 участников сыграл 19 партий, поэтому общее количество сыгранных партий равно 
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 (делим пополам, так как при таком способе подсчёта каждую партию учли дважды), то есть 190. В каждой партии разыгрывается ровно 1 очко, поэтому общее количество очков, набранных участниками в сумме, равно количеству сыгранных партий – то есть тоже 190. Борис ни с кем не поделил своё 
19-е место, поэтому у каждого из участников, занявших места со 2-го по 18-е, больше очков, чем у Бориса, – то есть не менее 10, а в сумме не менее 170. Так как Анатолий ни с кем не поделил 1 место, то у него очков хотя бы на 0,5 больше, чем у обладателя 2-го места, а у того (как мы уже знаем) не менее 10 очков. Поэтому у Анатолия не менее 10,5 очков. Если у Анатолия будет больше 10,5 очков, то в сумме с обладателями 2-18 мест и вместе с Борисом уже получается больше 10,5+170+9,5 = 190 очков – этого не может быть (так как всего разыгрывается 190 очков). Итак, у Анатолия не менее 10,5 очков, но и больше 10,5 быть не может. Поэтому у него в точности 10,5 очков.
Рекомендуемые критерии:  верно найденное количество очков Анатолия без обоснования, почему не может быть другого количества, – 1 балл. 

Задача 5.

Для четырёх различных чисел x, y, a, b выполняется условие: 
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. Чему может быть равна сумма x + y + a + b? Найдите все возможные ответы и обоснуйте, почему не может быть других.
Ответ.

0.
Решение.

Первый способ. По свойству пропорции: (x + a)(y + a) = (x + b)(y + b). Раскроем скобки, приведем подобные слагаемые: ax + ay + a2 = bx+ by + b2. Переносим слагаемые в одну часть, группируем и раскладываем на множители: 
(a – b)x + (a – b)y + (a – b)(a + b) = 0; (a – b)(x + y + a + b) = 0. Так как по условию a ( b, то x + y + a + b = 0.

Второй способ. Пусть 

 = k. Тогда x + a = k(x + b) и y + b = k(y + a). Сложив почленно эти равенства, получим: x + y + a + b = k(x + y + a + b), то есть (x + y + a + b)(k – 1) = 0. Заметим, что k ( 1 (иначе x + a = x + b, что невозможно, так как 
a ( b). Следовательно, x + y + a + b = 0.

Третий способ. Поменяем местами средние члены данной пропорции и прибавим по 1 к обеим частям равенства: 

. Приведя каждую часть равенства к одному знаменателю, получим: 

. Так как a ( b, то знаменатели полученных дробей различны, следовательно, x + y + a + b = 0.

Четвертый способ. Вычтем из обеих частей данной пропорции по 1 и приведем каждую часть равенства к одному знаменателю: 

 ( 

. Следовательно, 

. Так как a ( b, получим: 

, значит, x + y + a + b = 0.
Рекомендуемые критерии:  верный ответ без верного обоснования (в том числе полученный на частных примерах значений a, b, x, y) – 0 баллов. В решении не прокомментировано использование условия о попарной различности чисел (например, участник без комментариев делит обе части равенства на a–b) – ставить не более 4 баллов.
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