Департамент образования мэрии города Ярославля

Всероссийская олимпиада школьников 2017-2018 учебного года

Математика, школьный этап

10 класс
ОТВЕТЫ

Общие критерии проверки работ

Задания математических олимпиад являются творческими, допускают несколько различных вариантов решений. Кроме того, необходимо оценивать частичные продвижения в задачах (например, разбор одного из случаев методом, позволяющим решить задачу в целом, доказательство леммы, используемой в одном из доказательств, нахождение примера или доказательства оценки в задачах типа «оценка + пример» и т.п.). Наконец, возможны как существенные, так и не влияющие на логику рассуждений логические и арифметические ошибки в решениях. Окончательные баллы по задаче должны учитывать все вышеперечисленное.

В соответствии со стандартными правилами проведения математических олимпиад школьников каждая задача оценивается в целое число баллов от 0 до 7.

Соответствие правильности решения и выставляемых баллов приведено в таблице. 

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	7
	Полное верное решение.

	6-7
	Верное решение. Имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6
	Решение в целом верное. Однако оно содержит ряд ошибок, либо не рассмотрение отдельных случаев, но может стать  правильным после небольших исправлений или дополнений.

	4
	Верно рассмотрен один из двух (более сложный) существенных случаев, или в задаче типа «оценка + пример» верно получена оценка. 

	2-3
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	0-1
	Рассмотрены отдельные важные случаи при отсутствии решения (или при ошибочном решении).

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.


Важно отметить, что любое правильное решение оценивается в 7 баллов. Недопустимо снимать баллы за то, что решение слишком длинное, или за то, что решение школьника отличается от приведенного в методических разработках или от других решений, известных жюри. Исправления в работе (зачеркивания ранее написанного текста) не являются основанием для снятия баллов. В то же время любой сколь угодно длинный текст решения, не содержащий полезных продвижений, должен быть оценен в 0 баллов.

Ответы, решения и рекомендуемые критерии

Общие критерии: каждая задача оценивается от 0 до 7 баллов. Участник получает 7 баллов за любое полное верное решение (за нерациональность решения баллы снимать нельзя).

Задача 1.

В тетради записаны два числа. Если каждое из них увеличить на 10, то их произведение не изменится. А чему станет равна сумма этих чисел? Обоснуйте свой ответ.
Ответ.

10.
Решение.

Пусть в тетради были записаны числа x и y. По условию (x + 10)(y + 10) = xy, откуда xy + 10(x + y) + 100 = xy, поэтому 10(x + y) = –100, тогда x + y = –10. Но раз сумма была равна –10, а теперь каждое из двух слагаемых увеличили на 10, то сумма увеличилась на 20 и стала равняться 10.
Рекомендуемые критерии:  верный ответ без верного обоснования – 2 балла. Не является верным «обоснование», полученное на основе рассмотрения конкретного примера чисел (например, «возьмём числа –10 и 0…») или на основе необоснованного предположения о соотношении чисел (например, «сумма чисел должна быть равна –10»).
Задача 2.

Знайка выписал себе в тетрадь карандашом все трёхзначные числа, а Незнайка ночью стёр ластиком те из них, в которых есть цифра 5. Сколько чисел осталось в тетради у Знайки?

Ответ.

648 чисел.
Решение.

Первый способ. Всего трёхзначных чисел 900 (это все числа от 1 до 999 минус все числа от 1 до 99 – то есть 999–99 = 900 чисел). В каждой сотне, кроме 500-599, Незнайка стёр 19 чисел: x05, x15, x25, x35, x45, x50-x59, x65, x75, x85 и x95. Поэтому в восьми сотнях было стёрто по 19 чисел, а ещё сотня (от 500 до 599) была стёрта целиком. Всего оказалось 8·19 + 100 = 252 стёртых числа, а тогда в тетради у Знайки осталось 900 – 252 = 648 чисел.

Второй способ. Просто посчитаем, сколькими способами можно составить трёхзначное число без пятёрок. Первую цифру числа можно выбрать 8 способами (не берём цифры 5 и 0), для каждого из этих 8 способов у нас есть 9 вариантов, какую цифру поставить на второе место (любую цифру, кроме 5), – уже получается 8·9 = 72 способа выбрать первые две цифры. А для любого из этих 72 способов есть 9 вариантов, какую цифру поставить на третье место, – всего получается 72·9 = 648 вариантов.
Рекомендуемые критерии:  верный ответ без верного обоснования – 2 балла. Если логика решения в целом верна, но ответ получился неверным из-за неправильного подсчёта трёхзначных чисел (например, неверно указано, что трёхзначных чисел 899), – ставить не более 4 баллов (в случае, когда верно посчитано количество стёртых чисел, ставить 4 балла). Полное верное решение и правильный ответ – 7 баллов.

Задача 3.

В 10А классе несколько человек принимают участие в математической олимпиаде и настойчиво уговаривают одноклассника Колю тоже поучаствовать. Если Коля согласится, то 76% учеников 10А примут участие в олимпиаде, а если Коля обидится и перейдёт в 10Б класс, то участников математической олимпиады среди учеников 10А будет 75%. А какой процент участников математической олимпиады среди учеников 10А сейчас, пока Коля ещё не принял решение?

Ответ.

72%.

Решение.

Пусть в 10А классе x человек. Посчитаем тех, кто не принимает участия в олимпиаде (кроме Коли). Если Коля согласится участвовать, то в 10А количество игнорирующих олимпиаду будет равно 0,24x. А если Коля уйдёт в 10Б, то в 10А останется x–1 учеников, а количество игнорирующих олимпиаду будет 0,25(x–1). Заметим, что вне зависимости от решения Коли, количество оставшихся учеников 10А, игнорирующих олимпиаду, не меняется. Поэтому 0,24x = 0,25(x–1), откуда 
0,25 = 0,01x, поэтому x = 25. Если Коля согласится участвовать, то 76% от 25 учеников 10А (а это 19 человек) примут участие в олимпиаде, но так как Коля пока не принял решения, готовы участвовать в олимпиаде 18 человек из 25, что составляет 72% от общего количества учеников 10А.
Рекомендуемые критерии:  верный ответ (в том числе полученный на основе необоснованного предположения о количестве учеников в 10А классе) без верного обоснования – 2 балла.

Задача 4.

Найдите все значения параметра a, при которых уравнения x2 + ax – 7 = 0 и 
x2 – 4ax – 17 = 0 имеют общий корень. 
Ответ.

a = 2/3 и a = –2/3.
Решение.

Если какое-то число x является общим корнем двух уравнений, то соответствующие квадратные трёхчлены при этом значении x обращаются в 0. Но тогда и их разность при этом же значении x должна обращаться в 0, поэтому число x является корнем уравнения x2 + ax – 7 – (x2 – 4ax – 17)= 0, после раскрытия скобок оно превращается в уравнение 5ax + 10 = 0 с корнем x = –2/a. Подставим этот корень в любое из уравнений  (пусть в первое) – должно получиться верное равенство:
4/a2 – 2 – 7 = 0, откуда a2 = 4/9, тогда a = ±2/3. Осталось убедиться, что при каждом из этих значений параметра a соответствующие квадратные уравнения имеют общий корень (при a = 2/3 – корень x = –3, при a = –2/3 – корень x = 3).
Рекомендуемые критерии:  верный полный ответ при неверном обосновании – 2 балла.

Задача 5.

В окружность с центром в точке O вписан треугольник ABC. Проекции точки C на прямые AB и AO обозначим как H и T соответственно. Выясните, в каком отношении прямая HT делит отрезок BC.
Ответ.

1 : 1 (пополам).
Решение.
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Пусть прямые ТН и ВС пересекаются в точке М, (АВС = ( (см. рисунок). Тогда (АОС = 2(, значит, (САТ = 90( – (. Так как (СТА = (СНА = 90(, то четырехугольник АСТН – вписанный. Следовательно, (СНТ = (САТ = 90( – (, тогда (ВНТ = (. Таким образом, НМ = ВМ, то есть НМ – медиана прямоугольного треугольника BHC. 
Рекомендуемые критерии:  верный ответ без верного обоснования в баллах не оценивается. Доказано, что ACTH вписанный, – 1 балл. Доказано, что треугольник HMB равнобедренный – ещё 2 балла. 
ОБЩАЯ СУММА БАЛЛОВ ЗА ОЛИМПИАДУ: 35
_1564811573

