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7 класс
Ответы, решения и рекомендуемые критерии
Общие критерии: каждая задача оценивается от 0 до 7 баллов. Участник получает 7 баллов за любое верное решение (за нерациональность решения баллы снимать нельзя).

Задача 1.

Зеркальный Карп любит числа, которые слева направо читаются так же, как справа налево (например, числа 13531 и 3882883). Такие числа он называет зеркальными. Порадуйте Зеркального Карпа – найдите все пятизначные зеркальные числа, в записи которых используются только цифры 1 и 0.
Ответ: 10001, 10101, 11011, 11111.

Решение.

Заметим, что в старшем разряде не может стоять цифра 0 . Значит, на первом и на последнем местах обязательно стоит цифра 1. Теперь несложно подсчитать, что задача имеет четыре решения – два решения с нулем в середине и два решения с единицей в середине (доказывать это участники олимпиады не обязаны).
Рекомендуемые критерии:  найдено одно подходящее число – 1 балл, два числа – 3 балла, три числа – 5 баллов, все четыре числа – 7 баллов. Каждое неподходящее число (то есть, или не пятизначное, или содержит недопустимые цифры, или не зеркальное) «уничтожает» один правильный вариант – к примеру, если участник нашёл все четыре правильных ответа, но при этом зачем-то написал два лишних неподходящих варианта, то засчитывать ему два верных ответа (вместо четырёх) и ставить 3 балла. В этом задании обосновывать, почему найдены все варианты, не требуется.
Задача 2.

Повар в стране Геометрии испёк клетчатый пирог (на рисунке слева) и хочет разрезать его по линиям клеток на трёхклеточные и четырёхклеточные кусочки (такие, как на рисунке справа). 
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Сколько четырёхклеточных кусочков у него может при этом получиться? Найдите все возможные варианты ответа и объясните, почему других вариантов быть не может.
Ответ: 1 или 4
Решение.
Ниже приведём примеры разрезания, на первом из которых один четырёхклеточный уголок, а на втором – четыре таких уголка.
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Докажем теперь, почему других вариантов быть не может. Всего торт состоит из 22 клеток. Если четырёхклеточных кусков не будет вообще, то эти 22 клетки должны разбиться на трёхклеточные уголки, а это невозможно (22 не делится на 3). Если четырёхклеточных кусков ровно 2, то на трёхклеточные уголки остаётся 14 клеток – и снова разбиение невозможно (14 не делится на 3). Если 3 четырёхклеточных куска, то на трёхклеточные уголки приходится 10 клеток – снова проблема с делимостью на 3. Если 5 четырёхклеточных кусков, то на трёхклеточные кусочки остаётся ровно две клетки и такое разбиение невозможно. Наконец, 6 или больше четырёхклеточных кусков быть не может, потому что иначе они займут больше 22 клеток. А пример для 1 и 4 четырёхклеточных кусков приведён выше.
Рекомендуемые критерии: каждый из двух ответов без верного примера разрезания оценивается в 0 баллов, каждый из ответов с верным примером разрезания оценивается по 1 баллу. Обоснование, почему четырёхклеточных кусочков не больше 5 (или равносильное доказанное утверждение), оценивается в 2 балла. Обоснование, почему четырёхклеточных кусков не может быть 0, 2 или 3 (или равносильное доказанное утверждение про трёхклеточные уголки) оценивается в 3 балла. Таким образом, полный правильный ответ с примерами разрезания и полным обоснованием, почему нет других вариантов, оценивается в 7 баллов.
Задача 3.

Знайка написал на доске два верных числовых равенства, а Незнайка заменил во всех записанных на доске числах одинаковые цифры одинаковыми буквами, а разные цифры – разными буквами. В результате на доске появились следующие записи:

МА · МА = МИР

АМ · АМ = РИМ

Какие же равенства были написаны Знайкой первоначально? Найдите все возможные ответы и обоснуйте, почему нет других.
Ответ: 13 · 13 = 196 и 31 · 31 = 961.
Решение.

Заметим, что если M = 2, то МА · МА > 400 и не может быть трёхзначным числом, начинающимся с 2. Если M = 3, то МА · МА > 900 – тоже не может быть трёхзначным и начинаться с 3. А если M ≥ 4, то МА · МА уже не трёхзначное. Остаётся только вариант М = 1.

Так как М = 1, то А ≠ 1. Переберём все возможные варианты. Если А = 2, то 
АМ · АМ = 21 · 21 = 441, но тогда в числе РИМ есть одинаковые цифры: Р = И = 4, а такого быть не может. Если А = 3, то этот вариант подходит: первое равенство 
(МА · МА = МИР) соответствует числовому равенству 13 · 13 = 196, а второе равенство (АМ · АМ = РИМ) соответствует равенству 31 · 31 = 961. Если А ≥ 4, то произведение АМ · АМ уже не трёхзначное. Таким образом, возможен только вариант М = 1, А = 3, откуда и получается единственный ответ в задаче.
Рекомендуемые критерии: верно подобранный ответ без верного обоснования – 2 балла. Верный ответ с полным верным обоснованием – 7 баллов. Отсутствие обоснования, почему М не может быть больше 1, – снимать 2 балла. Отсутствие обоснования, почему А может быть равно только 3, – снимать 3 балла.
Задача 4.

Таня и Аня пришли на рынок и остановились возле арбузов и дынь. Таня считает, что два арбуза тяжелее трёх дынь, Аня считает, что три арбуза тяжелее четырёх дынь. Известно, что одна из девочек права, а другая ошибается. Верно ли, что 12 арбузов тяжелее 18 дынь? (Считается, что все арбузы весят одинаково и все дыни весят одинаково.)
Ответ: неверно.
Решение.

Танино высказывание равносильно тому, что шесть арбузов тяжелее девяти дынь. Анино – тому, что шесть арбузов тяжелее восьми дынь. Поэтому если права Таня, то права и Аня. Но обе они правы быть не могут. Значит, Аня права, а Таня  ошибается. То есть шесть арбузов тяжелее восьми дынь, но не тяжелее девяти. Следовательно, двенадцать арбузов тяжелее шестнадцати дынь, но не тяжелее восемнадцати.
Рекомендуемые критерии: верный ответ без верного обоснования – 0 баллов. То же самое относится к ситуации, когда результат получен на примере каких-либо конкретных масс арбузов и дынь (например, «если арбуз весит 4 кг, а дыня весит 2 кг 900 г, тогда …»), – верным обоснованием это не считается.
Задача 5.

Циркачи Бим и Бом показывают зрителям такой фокус. Случайно выбранному зрителю дают 24 карточки, пронумерованные числами от 1 до 24. Зритель выбирает из них 13 карточек и передает Биму. Бим возвращает зрителю две из них. Зритель добавляет к этим двум одну из оставшихся у него 11 карточек и, перемешав, передает эти три карточки Бому. Каким образом Бим и Бом могут договориться так, чтобы Бом гарантированно мог определить, какую из трех карточек добавил зритель?
Решение.
Разобьем натуральные числа от 1 до 24 на 12 пар. Бим и Бом могут заранее договориться, как именно это сделать. Например, {1, 24}, {2, 23}, {3, 22}, и так далее. Какие бы 13 карточек не выбрал зритель, среди них найдутся две, на которых записаны числа из одной и той же пары (потому что чисел 13, а пар только 12). Именно их и должен вернуть зрителю Бим (если таких «полных пар» несколько, то Бим выбирает любую из них). В этом случае зрителю придется добавить к ним «непарную» карточку, которую сможет опознать Бом.
Рекомендуемые критерии: любой верный способ соглашения между Бимом и Бомом с обоснованием, почему этот способ позволяет гарантированно определить третью карточку, – 7 баллов. Если предложенный способ хотя бы в одним случае не позволяет гарантированно определить третью добавленную карточку – 0 баллов.
